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ZÉROS DES FONCTIONS L ET FORMES TOROïDALES
GILLES LACHAUD
Résumé. À partir d'un orps de nombres K de degré n, on dénit un tore
maximal T de G = GLn. Si χ est un aratère du groupe des lasses d'idèles
de K, satisfaisant des onditions adéquates, les formes toroïdales pour χ sont
les fontions sur G(Q)Z(A)\G(A), dont le oeient de Fourier orrespondant
à χ par rapport au sous-groupe induit par T est nul. L'hypothèse de Riemann
pour L(s, χ) est équivalente à des onditions portant sur ertains espaes de
formes toroïdales, onstruits à partir des séries d'Eisenstein. Enn, on onstruit
un espae de Hilbert et un opérateur auto-adjoint sur et espae, dont le spetre
est égal à l'ensemble des zéros de L(s, χ) sur la droite ritique.
Abstrat. An algebrai number eld K denes a maximal torus T of the
linear group G = GLn. Let χ be a harater of the idele lass group of K,
satisfying suitable assumptions. The χ-toroidal forms are the funtions de-
ned on G(Q)Z(A)\G(A) suh that the Fourier oeient orresponding to χ
with respet to the subgroup indued by T is zero. The Riemann hypothesis
is equivalent to ertain onditions onerning some spaes of toroidal forms,
onstruted from Eisenstein series. Furthermore, we dene a Hilbert spae and
a self-adjoint operator on this spae, whose spetrum equals the set of zeroes
of L(s, χ) on the ritial line.
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Introdution
Pour étudier la répartition des zéros de la fontion zêta de Riemann, George Pólya,
et avant lui David Hilbert, d'après ertains témoignages, ont suggéré qu'il serait
judiieux de trouver un espae de Hilbert H et un opérateur D dans H, dont le
spetre est donné par les zéros non triviaux de ette fontion, ou plus préisément
les nombres omplexes γ tels que
(0.1) ζ(12 + iγ) = 0, |Im(γ)| ≤ 12 .
Par onstrution, les zéros non triviaux de la fontion zêta seront tous sur la droite
ritique Re(s) = 1/2 si et seulement si l'opérateur D est auto-adjoint.
Il est faile de donner un exemple simple d'un tel espae : notons H0 l'espae des
sommes de puissanes de la forme
(0.2) f(x) =
∑
γ
cγ x
iγ ,
où γ parourt l'ensemble des nombres vériant (0.1), et où les cγ non nuls sont en
nombre ni. C'est un espae préhilbertien, muni de la norme
||f ||2 =
∑
γ
|cγ |2.
Si H est l'espae de Hilbert orrespondant, l'opérateur diérentiel
D = −i d
dx
dénit un unique opérateur de H, enore noté D, satisfaisant aux onditions requ-
ises. Si on remplae H par le sous-espae engendré par les sommes (0.2), où on
exige que γ soit réel, l'opérateur diérentiel D dénit un opérateur auto-adjoint.
Il y a de nombreuses variantes de ette onstrution : par exemple, pour tenir
ompte des multipliités des zéros, il onvient d'introduire les dérivées des puis-
sanes.
Enn, on peut évidemment remplaer la fontion zêta de Riemann par la fontion
L(s, χ) dénie par un aratère χ du groupe CK des lasses d'idèles d'un orps
global K, et ÷tera.
Mais e proédé de onstrution est tautologique, ar il utilise expliitement les zéros
de la fontion ζ(s), ou des fontions L(s, χ). A. Connes dénit dans [8℄ un  espae
de Pólya-Hilbert  omme un ouple (H, D) :
 formé d'un espae de Hilbert H et d'un opérateur D dans H, fermé, non borné,
à domaine dense ;
 tel que l'on ait
SpecD =
{
γ ∈ R | L(12 + iγ, χ) = 0
}
;
 déni de manière intrinsèque, autrement dit d'une façon qui n'utilise pas les
fontions L(s, χ).
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Les espaes de Pólya-Hilbert qu'il a onstruits dans [6℄, [7℄, [8℄ sont des espaes
L2 sur le groupe CK ; es onstrutions ont été généralisées par C. Soulé [18℄ aux
fontions L automorphes. A. Connes signale qu'il serait souhaitable de larier
les rapports entre es espaes de Pólya-Hilbert et l'espae des formes toroïdales
introduit par Don Zagier [25℄ ; 'est e que nous allons faire ii.
Nous onstruisons un espae de Pólya-Hilbert à partir de formes modulaires, 'est-
à-dire de fontions dénies sur l'espae G(Q)Z(A)\G(A), où G = GLn est le groupe
linéaire général, et où A est l'anneau des adèles de Q. Les formes modulaires que
nous onsidérons sont des familles de ombinaisons linéaires de séries d'Eisenstein,
ou trains d'ondes (wave-pakets) d'Eisenstein, qui s'érivent
F (g) =
∑
s
asE(g, s),
et l'ensemble des points s tels que as 6= 0 est le spetre de F . Ce sont les analogues
des polynmes trigonométriques. Étant donné une extension K de degré n d'un
orps de nombres algébriques k, nous rappelons dans la setion 1 omment une
base fondamentale de K dénit une représentation algébrique π du shéma TK/k
représentant le groupe multipliatif de K dans l'espae ane, dont l'image est un
tore maximal T déni sur k ; le groupe A×K des idèles deK s'identie au sous-groupe
T (Ak) ⊂ G(Ak). Dans la théorie des formes modulaires, les formes paraboliques sont
elles dont l'intégrale sur l'image N(k)\N(Ak) d'un sous-groupe unipotent N est
nul ; par analogie, si χ est un aratère du groupe CK = A
×
K/K
×
des lasses d'idèles
(Grössenharaktere de Heke), les formes toroïdales en χ sont les formes modulaires
dont  l'intégrale périodique  sur T (k)Z(A)\T (Ak) est nulle :∫
T (k)Z(A)\T (Ak)
F (hg)χ◦π
−1(h) dh = 0 pour g ∈ G(A),
Supposons que χ soit non ramié en toute plae de K, onstant sur A×k et sur
le sous-groupe ompat maximal de K×∞. En nous appuyant sur la formule de
Heke adélique pour les séries d'Eisenstein normalisées (énonée dans la setion
2), nous établissons que l'espae des trains d'ondes d'Eisenstein qui sont des formes
toroïdales est un espae de Pólya-Hilbert. Plus préisément :
 Dans la setion 3, nous montrons (théorème 3.2) qu'un train d'ondes est toroïdal
en χ si et seulement si son spetre est ontenu dans le lieu des zéros de L(s, χ). Il
s'ensuit (orollaire 3.4) que l'hypothèse de Riemann pour L(s, χ) est équivalente à
l'assertion suivante :
Tout train d'ondes d'Eisenstein toroïdal a un spetre ontenu dans la droite ritique.
 Dans la setion 4, nous donnons une autre ondition équivalente si K est qua-
dratique (orollaire 4.6) :
Tout train d'ondes d'Eisenstein toroïdal est de arré intégrable en moyenne.
 Nous onstruisons dans la setion 5 un espae de Hilbert T 2χ(X) et un opérateur
auto-adjoint Dχ dans T
2
χ(X) tel que l'on ait (théorème 5.1)
SpecDχ =
{
λ | λ = 1
4
+ γ2, γ ∈ R, L(12 + iγ, χ) = 0
}
.
 Nous exprimons la trae de ertains opérateurs intégraux omme une somme sur
les zéros de L(s, χ) (orollaire 5.3).
Enn, dans l'appendie, nous faisons le lien entre le point de départ de la théorie
de Connes, introduite dans [8℄ et reprise dans le théorème A.4, et les trains d'ondes
d'Eisenstein (orollaire A.5).
Les résultats de e travail ont été annonés dans [15℄ et [16℄. Les formes toroïdales
y sont appelées formes toriques ; nous nous sommes ii onformés à l'usage.
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1. Intégrales périodiques et formule de Heke
Représentations algébriques.
Soient k un orps de nombres algébriques, et K une extension de degré n de k.
L' enveloppe algébrique  de K est le k-shéma en k-algèbres AK/k tel que l'on ait
AK/k(k′) = K ⊗k k′
pour toute k-algèbre k′. On dispose de morphismes de norme et de trae
NK/k : AK/k −→ A1k, TrK/k : AK/k −→ A1k.
Le k-shéma en groupes représentant le groupe multipliatif de de AK/k est
TK/k =
{
(u, v) ∈ Ank ×Gm | NK/k(u) = v
}
.
Si k′ est une k-algèbre, on a
TK/k(k′) = (K ⊗k k′)×,
e qui montre que TK/k est aussi le k-shéma RK/k(Gm,K) obtenu en appliquant
le fonteur de Weil RK/k de hangement de base par restrition des salaires au
K-groupe multipliatif Gm,K . Le groupe algébrique TK/k est un tore de dimension
n déni sur k. Soient o l'anneau des entiers de k, et O l'anneau des entiers de K.
On suppose qu'il existe une base fondamentale de K sur k, 'est-à-dire une base
α = (α1, . . . , αn) du o-module O, ave α1 = 1. Si o est prinipal, toute extension de
degré ni de k admet une base fondamentale. La base α fournit un isomorphisme
ι : Ank −→ AK/k donné par
ι(u1, . . . , un) = u1α1 + · · ·+ unαn.
Le morphisme ι−1 induit un isomorphisme de TK/k sur un ouvert de Ank .
Une représentation algébrique linéaire d'un k-shéma en algèbres (resp. en groupes)
dans A
n
k est un k-morphisme d'algèbres (resp. de groupes) de e shéma dans
le k-shéma Mn des matries arrées d'ordre n (resp. dans GLn). On dénit la
représentation régulière droite π de AK/k dans Ank de la manière suivante. Si k′
est une k-algèbre et si ξ est un élément de l'algèbre AK/k(k′), on note ρ(ξ) la
multipliation par ξ dans AK/k(k′), et on pose
tπ(ξ).u = ι−1 ◦ ρ(ξ) ◦ ι(u), u ∈ k′n,
autrement dit
ι(tπ(ξ).u) = ξ ι(u), u ∈ k′n.
On a detπ(ξ) = NK/k(ξ). Si e1 est le premier veteur de la base anonique de A
n
k ,
on a
ι−1(ξ) =tπ(ξ).e1,
e qui montre que la représentation π est dèle. Si on note ω = (ω1, . . . , ωn) la base
duale de la base α, on a aussi
ι−1(ξ) = (TrK/k(ξω1), . . . ,TrK/k(ξωn)).
On en déduit que les oeients de π sont donnés par
π(ξ)ij = TrK/k(ξαiωj).
L'image T de TK/k par la représentation π est un groupe linéaire algébrique déni
sur k, de dimension n, qui est un tore maximal de G. On a don un isomorphisme
π : TK/k ∼−→T ⊂ G.
Le groupe projetif de K est le k-tore PK/k déni par la suite exate
1 −−−−→ Gm,k −−−−→ A×K/k
N−−−−→ PK/k −−−−→ 1
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Le morphisme ι−1 induit une immersion ouverte de PK/k dans Pn−1k . D'autre part
PK/k(k) = k×\K×. Le entre Z de G est inlus dans T ; si on pose S = Z\T , on a
un isomorphisme π : PK/k ∼−→S ⊂ PGLn.
Sous-groupes ompats maximaux.
Le groupe T (o) = T (k)∩GLn(o) s'appelle le groupe des unités de T (k). Puisque α
est une base fondamentale de K sur k, on a T (o) = π(O×). Soit v une plae nie
de k. On note Ov le sous-anneau ompat maximal de K ⊗ kv, de telle sorte qu'on
a un isomorphisme
Ov
Φv−−−−→ ∏w|vOw, Ov = O⊗o ov = α1ov + · · ·+ αnov.
Le groupe des unités de T (kv) est
T (ov) = T (kv) ∩GLn(ov).
Il est faile de voir que
T (ov) = {g ∈ T (kv) | gon = on} =
{
g ∈ T (kv) ∩Mn(ov) | det g ∈ o×v
}
.
Le groupe T (ov) est le sous-groupe ompat maximal de T (kv). La représentation
π induit un isomorphisme O×v
∼−→T (ov).
Supposons que v soit une plae innie de k. Pour toute plae w de K au dessus de
v, on pose
ξ(w) = α
(w)
1 u1 + · · ·+ α(w)n un ∈ Kw si ξ = α1 ⊗ u1 + · · ·+ αn ⊗ un ∈ K ⊗ kv.
On pose k∞ = k ⊗ R. L'unique sous-groupe ompat maximal de
K×∞ = (K ⊗ k∞)× ∼=
∏
w|∞
K×w
est
U∞ =
∏
v∞
{
ξ ∈ K×∞ | |ξ(w)|w = 1 si w | v
}
Si on note U∞(T ) le sous-groupe ompat maximal de T (k∞), la représentation π
induit des isomorphismes K×∞
∼−→T (k∞) et U∞ ∼−→U∞(T ).
1.1. Lemme. Supposons k = Q. Si ξ ∈ K ⊗ R, on a π(ξ) = Aπ0(ξ)A−1, où
A =
α(1)1 . . . α(1)n. . . . . . . . .
α
(n)
1 . . . α
(n)
n
 , π0(ξ) =

ξ(1) 0 . . . 0
0 ξ(2) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 ξ(n)
 ,
où ξ(1), . . . , ξ(n) sont les n isomorphismes distints de K dans Q¯.
Démonstration. Si 1 ≤ i ≤ n, on pose a(i) = Aei = (α(i)1 , . . . , α(i)n ). Si u ∈ Rn, on a
ι(tπ(ξ)u) = ξ ι(u) et ι(u) = tu.a(1) par dénition, et par onséquent
ξ tu.a(1) = ξ ι(u) = ι(tπ(ξ)u) = tu.π(ξ)a(1).
On en déduit π(ξ)a(i) = ξ(i)a(i). D'autre part
π(ξ)Aei = π(ξ)a
(i) = ξ(i) a(i) = ξ(i)Aei = Aπ0(ξ)ei,
e qui prouve que π(ξ)A = Aπ0(ξ). 
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La matrie
(1.1) p
K
= A.tA¯ =
Trα1α1 . . . Trα1αn. . . . . . . . .
Trαnα1 . . . Trαnαn

est symétrique dénie positive à oeients dans Z, de déterminant discK. On
note
On(R) =
{
g ∈ GLn(R) | tg.g = 1n
}
le sous-groupe ompat maximal usuel de GLn(R).
1.2. Proposition. Supposons k = Q. Soit q
K
∈ G(R) telle que q
K
.tq
K
= P . Alors
U∞(T ) = T (R) ∩ qKOn(R) q−1K .
et e groupe est isomorphe à {±1}r1 × SO2(R)r2 .
Démonstration. Si ξ ∈ K ⊗ R, on a π(ξ).A = A.π0(ξ) par le lemme 1.1. On en
déduit que
tA¯.tπ(ξ) = π0(ξ¯).
tA¯ puisque π(ξ) ∈ G(R), et
A.π0(ξ ξ¯).
tA¯ = π(ξ).P.tπ(ξ).
Posons maintenant θ(ξ) = q−1
K
π(ξ)q
K
. On a
q
K
.θ(ξ).tθ(ξ).tq
K
= π(ξ).P.tπ(ξ)
Le sous-groupe ompat maximal U∞ de (K ⊗ R)× est isomorphe au produit de
groupes de l'énoné. D'autre part π dénit un isomorphisme U∞ → U∞(T ). Puisque
ξ ∈ U∞ si et seulement si π0(ξ ξ¯) = 1n, ei démontre que π(ξ) ∈ U∞(T ) si et
seulement si θ(ξ) ∈ On(R). 
Groupes de lasses d'idèles.
On note respetivement AK et A
×
K l'anneau des adèles et le groupe des idèles de K,
et CK = K
×\A×K le groupe des lasses d'idèles de K. La représentation π induit
des isomorphismes
CK
∼−−−−→ T (k)\T (Ak), A×k \A×K
∼−−−−→ S(Ak),
et aussi un isomorphisme
Ck\CK ∼−−−−→ S(k)\S(Ak).
Pour ξ ∈ AK , on a
|detπ(ξ)|Ak = |NK/k(ξ)|Ak = |ξ|AK .
Le groupe K× est un sous-groupe disret de
A1K =
{
ξ ∈ A×K | |ξ|AK = 1
}
,
et le quotient C1K = K
×\A1K est ompat. Pour tout x ∈ R×+, on note ξ(x) = (ξv(x))
l'idèle de A×K tel que ξv(x) = 1 pour toute plae nie de K et tel que ξv(x) = x
pour toute plae innie de K. Alors x 7→ ξ(x) induit un isomorphisme de R×+ sur
un sous-groupe N du groupe CK et CK est produit diret de N et de C
1
K [22, Cor.
2, p. 76℄. On en déduit que
Ck\CK = C1k\C1K = K×A1k\A1K ,
et que Ck\CK est ompat ; il en va de même du groupe S(k)\S(Ak). La représen-
tation π dénit un isomorphisme de A1K sur le sous-groupe fermé
T 1(Ak) = {h ∈ T (Ak) | |deth|Ak = 1}
et de N sur Z(R). Le groupe T (Ak) est le produit diret de T
1(Ak) et de Z(R), et
T (k) est un sous-groupe disret de T 1(Ak), à quotient ompat. On a un isomor-
phisme
S(k)\S(Ak) ∼= T (k)Z(A)\T (A) ∼= T 1(k)Z1(A)\T 1(A).
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Le groupe des lasses de K [22, p. 87℄ est
Cl(K) = K×\A×K/K×∞ Ô×, où Ô× =
∏
w
O×w .
C'est un groupe ni. La représentation π dénit un isomorphisme
Cl(k)\Cl(K) ∼−→T (k)Z(A)\T (A)/T (k∞)T (ô) où T (ô) =
∏
v
T (ov).
et S(k)\S(Ak) est extension de Cl(k)\Cl(K) par le tore réel T (o)Z(R)\T (k∞).
Le sous-groupe ompat maximal de A×K est U = U∞ Ô
×
, et elui de T (A) est
UA(T ) = U∞(T )T (ô), où T (ô) =
∏
v
T (ov).
Il y a aussi un isomorphisme
K×A×k \A×K/U
∼−→T (k)Z(Ak)\T (Ak)/UA(T ) =: Q,
Si k = Q, le groupe ompat Q est extension de Cl(K) par le tore de Dirihlet
T (Z)Z(R)\T (R)/U∞(T ) ∼= SO2(R)r,
ave r = r1+r2−1, si K admet r1 plaes réelles et r2 plaes imaginaires, autrement
dit on a une suite exate
1 −−−−→ SO2(R)r −−−−→ Q −−−−→ Cl(K) −−−−→ 1.
On note X(G) le groupe des aratères d'un groupe loalement ompat G. On note
simplement X le groupe disret X(Q) ; il s'identie au sous-groupe des aratères de
A×K/K
×
(Grössenharaktere de Heke), qui sont onstants sur Ô×, autrement dit
non ramiés en toute plae de K, et aussi qui sont onstants sur A×k et sur U∞. Si
k = Q, on a une suite exate
1 −−−−→ X(Cl(K)) −−−−→ X −−−−→ Zr −−−−→ 1,
le groupe X est extension de Zr par le groupe X(Cl(K)).
Mesures sur les groupes d'idèles.
On hoisit la mesure de Haar suivante sur CK = N × C1K :∫
C1
K
d×ξ = 1,
∫
N
f(ξ) d×ξ = n
∫ ∞
0
f(ξ(x)) d×x =
∫ ∞
0
f(ξ(x1/n)) d×x.
On dénit omme suit la mesure de Haar sur T (k)\T (A) :∫
T (k)\T (A)
F (h) dh =
∫
CK
F (π(ξ)) d×ξ.
La mesure invariante sur S(k)\S(Ak) est dénie par
(1.2)
∫
T (k)\T (A)
F (h) dh =
∫
S(k)\S(Ak)
∫
Z(k)\Z(A)
F (zh˙) dz dh˙.
De ette manière, le groupe S(k)\S(Ak) est de volume 1. Si F est une fontion
dénie sur T (A), invariante à gauhe par T (k)Z(A), et susamment régulière, on
pose ∮
F (h) dh =
∫
S(k)\S(Ak)
F (h) dh =
∫
T (k)Z(A)\T (A)
F (h) dh.
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Fontions L et distribution de Weil.
Si Φ appartient à l'espae S(Ak) des fontions standard sur Ak, si χ est un aratère
de Ck, et si s ∈ C, l'intégrale de Tate de Φ est [22, Eq. (4), p. 118℄ :
(1.3) ∆k(Φ, s, χ) =
∫
A
×
k
Φ(ξ)χ(ξ) |ξ|sAk d×ξ.
Soit P l'ensemble des plaes nies de k où χ n'est pas ramié. La série L de Heke
attahée à χ est
L(s, χ) =
∏
p∈P
(
1− χ(p)
N(p)s
)−1
[22, Eq.(11), p. 133℄. On sait, grâe à A. Weil [22, Eq. (6), p. 128℄, [8, Lem. 1, p.
76℄, que la fontion ∆k(Φ, s, χ) est méromorphe dans C, et on a
(1.4) ∆k(Φ, s, χ) = c
−1
k L(s, χ) ∆
′
k(Φ, s, χ),
où ∆′k(Φ, s, χ) est une forme linéaire sur S(Ak) qui est holomorphe pour Re(s) > 0.
Enn, ck = 2
r1(2π)r2hR/e, où r1 et r2 sont respetivement le nombre de plaes
réelles et imaginaires de k, où h est son nombre de lasses et R son régulateur, et
où e est l'ordre du groupe des raines de l'unité dans k [22, p. 128℄.
Supposons maintenant χ ∈ X. On dénit une fontion Φ0 sur A×K de la manière
suivante [22, p. 131℄ :
 aux plaes innies : on suppose que le plongement ξ 7→ ξ(i) est réel pour 1 ≤
i ≤ r1, qu'il est omplexe pour r1 + 1 ≤ i ≤ 2r2, et que ξ(r1+r2+i) = ξ(i) pour
1 ≤ i ≤ r2. On pose
F (ξ) =
r1∑
i=1
ξ(i)2 + 2
r1+r2∑
i=r1+1
|ξ(i)|2.
Si ξ ∈ K∞, on prend Φ∞(ξ) = e−F (ξ).
 aux plaes nies, χv est non ramié. On prend pour Φv la fontion aratéristique
de Ov.
Si w est une plae innie de K, on a [22, p. 130℄
χw(x) = |x|iρww pour tout x ∈ Kw, où ρw ∈ R.
On pose [22, Lem. 8, p. 127℄ :
ΓR(s) = π
−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = (2π)
1−sΓ(s),
et on pose Γw = ΓR ou Γw = ΓC suivant que w est réelle ou omplexe. On déduit
de [22, Eq. (10), p. 133℄ que l'on a
(1.5) ∆′K(Φ0, s, χ) = Γ(s, χ).
où
Γ(s, χ) =
∏
w∞
Γw(s+ iρw).
Intégrales périodiques et séries de Fourier.
L'intégrale périodique de fréquene χ ∈ X d'une fontion F ∈ C(T (k)Z(Ak)\G(Ak))
est la fontion Πχ(F ) dénie par
Πχ(F )(g) =
∮
F (hg)χpi(h) dh.
où on a posé χpi(h) = χ◦π
−1(h) pour tout h ∈ T (A). Puisque
Πχ(F )(g) =
∫
Q
χpi(h˙) dh˙
∫
UQ
F (h˙ηg)dη,
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où UQ est l'image de UA(T ) dans Q, La fontion Πχ(F )(g) est le oeient de
Fourier de fréquene χ de la fontion
F˙ (h˙) =
∫
UQ
F (h˙ηg)dη.
On a, dans L2(Q) tout au moins,
(1.6)
∫
UQ
F (h˙ηg)dη =
∑
χ∈X
Πχ¯(F )(g)χpi(h˙).
Le sous-groupe maximal standard de G(Ak) est
K =
∏
v
Ov(n),
où Ov(n) est le sous-groupe maximal standard de GLn(kv) si v est une plae innie
et où Ov(n) = GLn(ov) si v est une plae nie. Supposons k = Q. Considérons la
variété modulaire
X = G(k)Z(Ak)\G(Ak)/K.
D'après la proposition 1.2, il existe q
K
∈ G(R) tel que
T (R) ∩ q
K
On(R) q
−1
K
= U∞(T ).
Si g
K
est la matrie de G(A) telle que (g
K
)∞ = qK et (gK )v = 1 pour toute plae
nie v de k, on a
T (A) ∩ g
K
K g−1
K
= UA(T ).
Si F est une fontion sur X susamment régulière, on a
F (hηg
K
) = F (hg
K
) pour tout η ∈ UA(T ),
la fontion h 7→ F (hg
K
) est dénie sur Q, et on a∫
UQ
F (hηg
K
)dη = F (hg
K
),
e qui implique que pour χ ∈ X, on a
cχ := Πχ¯(F )(gK ) =
∫
Q
F (h˙g
K
)χpi(h˙) dh˙ =
∮
F (hg
K
)χpi(h) dh.
On déduit alors de (1.6) :
(1.7) F (hg
K
) =
∑
χ∈X
cχ χpi(h).
On retrouve une formule de Siegel : voir (2.11).
Séries d'Eisenstein générales et formule de Heke.
On pose maintenant A = Ak et |x| = |x|Ak pour x ∈ A. Si ϕ ∈ S(An), on pose
θ(ϕ)(g) = |det g|1/2
∑
x∈kn−{0}
ϕ(tg.x) pour g ∈ G(A),
Ces séries sont notées E(ϕ) dans [8℄ ; il vaut mieux hanger les notations à ause
des séries d'Eisenstein générales (de rang relatif un), qui sont les fontions
(1.8) E(ϕ)(g, s, ω) =
∫
Z(k)\Z(A)
ω(det zg) |det zg|s−
1
2
Ak
θ(ϕ)(zg) dz,
où ω est un aratère de Ck = k
×\A×k et où la mesure de Haar est dénie par
(1.9)
∫
Z(k)\Z(A)
f(z) dz = n
∫
k×\A×
f(λ.1n) d
×λ.
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Les séries θ(ϕ) et E(ϕ) gurent déjà dans [9℄, [10℄ lorsque n = 2. L'intégrale
E(ϕ)(g, s) onverge si Re(s) > 1 et dénit une fontion sur G(k)Z(A)\G(A). La
fontion s 7→ E(ϕ)(g, s) se prolonge en une fontion méromorphe dans C. On prend
omme mesure de Haar sur An la mesure telle que vol kn\An = 1, et on note Fϕ la
transformée de Fourier additive de ϕ dénie par ette mesure. Si ωn 6= 1, la fon-
tion s 7→ E(ϕ)(g, s) est entière ; si ωn = 1, les seuls ples éventuels de la fontion
s 7→ E(ϕ)(g, s) sont les points 0 et 1. Ces ples sont simples, de résidus
ress=0 E(ϕ)(g, s) = −ϕ(0)ω(det g), ress=1E(ϕ)(g, s) = +Fϕ(0)ω(det g).
La fontion E(ϕ)(g, s) satisfait à l'équation fontionnelle
(1.10) E(ϕ)(g, s, ω) = E(Fϕ)(tg−1, 1− s, ω¯).
La formule de Heke, sous la forme donnée dans [25℄ (si n = 2) et dans [23℄, [24℄
(dans le as général) dit que le oeient de Fourier d'une série d'Eisenstein pour
un aratère χ ∈ Ck\CK s'exprime à l'aide de la fontion L de Heke assoiée à χ.
On peut l'énoner ainsi :
1.3. Proposition. Soient χ un aratère de Ck\CK et ω un aratère de Ck. Si
s ∈ C n'est pas un ple de E(ϕ)(g, s, ω), si g ∈ G(A), si a ∈ kn − {0}, et si
ϕ ∈ S(An), on a
(1.11)
∮
E(ϕ)(hg, s, ω)χpi(h) dh = ω(det g) |det g|sAk ∆K(Φg,a, s, (ω◦N)χ),
où la fontion Φg,a ∈ S(AK) est dénie par
Φg,a(ξ) = ϕ(
tgtπ(ξ).a) (ξ ∈ AK).
Démonstration. Si λ ∈ A×k , posons ρ(λ) = ω(λ) |λ|sAk ; 'est un quasi-aratère de
A×k /k
×
. Si α = ι(a), on a :∮
E(ϕ)(hg, s, ω)χpi(h) dh
=
∫
T (k)\T (A)
χpi(h)
∑
x∈kn−{0}
ϕ(tgth.x) ρ(det hg) dh
= ρ(det g)
∫
K×\A×K
χ(ξ)
∑
q∈K×
ϕ(tgtπ(ξ).ι−1(q)) ρ(N(ξ)) d×ξ
= ρ(det g)
∫
K×\A×
K
χ(ξ)
∑
q∈K×
ϕ(tgtπ(ξ).ι−1(αq)) ρ(N(ξ)) d×ξ
= ρ(det g)
∫
K×\A×
K
χ(ξ)
∑
q∈K×
ϕ(tgtπ(ξ).tπ(q).a) ρ(N(ξ)) d×ξ
= ρ(det g)
∫
K×\A×
K
χ(ξ)
∑
q∈K×
ϕ(tgtπ(qξ).a) ρ(N(qξ)) d×ξ
= ρ(det g)
∫
A
×
K
Φg,a(ξ) ρ(N(ξ))χ(ξ) d
×ξ
= ρ(det g) ∆K(Φg,a, s, (ω◦N)χ),
e qui établit le résultat. 
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2. Séries d'Eisenstein
Séries d'Eisenstein normalisées.
On suppose maintenant ω = 1 et k = Q.
On note P le sous-groupe parabolique maximal standard de G de type (n − 1, 1)
formé des matries
p =
(
g′ tx
0 t
)
où g′ ∈ GLn−1, où t ∈ GL1, et où x est une matrie ligne à n − 1 éléments. Le
radial unipotent de P est
N =
{(
1n−1
tx
0 1
)}
,
et P est le produit de N par le sous-groupe de Levi
M =
{(
g′ 0
0 t
)}
.
Le entre de M est
A =
{(
t′.1n−1 0
0 t
)}
,
où t et t′ sont dans GL1. Si p ∈ P est la matrie i-dessus, on pose α(p) = t, de
telle sorte que
ten.p = α(p).
ten. Le module de P (A) est
δP (p) = δP
(
g′ tx
0 t
)
=
∣∣∣ det p
α(p)n
∣∣∣ = ∣∣∣ det g′
tn−1
∣∣∣
A
, p ∈ P (A).
On a G(A) = P (A).K, où K est le sous-groupe maximal standard de G(Ak). Si
g = pκ ∈ G(A), ave p ∈ P et κ ∈ K, on pose δP (g) = δP (p). Il n'y a pas
d'ambiguïté, ar si κ ∈ P (A) ∩ K, alors α(κ) et det κ sont dans A1, par suite
δP (κ) = 1. Si p ∈ P (A), si g ∈ G(A) et si κ ∈ K, on a
δP (pgκ) = δP (p)δP (g), δP (p
−1) = δP (p)
−1.
On va s'intéresser aux fontions satisfaisant aux relations
(2.1) F (γzgκ) = F (g), γ ∈ G(k), z ∈ Z(A), g ∈ G(A), κ ∈ K,
autrement dit aux fontions dénies sur la variété modulaire X . La série d'Eisen-
stein normalisée est dénie pour g ∈ G(A) par
En(g, s) = E(g, s) =
∑
γ∈P (k)\G(k)
δP (γg)
s.
On note SK(An) l'espae des fontions de S(An) invariantes par K. Si ϕ ∈ S(An),
on note φ1 la fontion de S(Ak) dénie par
φ1(λ) = ϕ(λen) (λ ∈ Ak).
Si φ ∈ S(Ak) et si s ∈ C, on note
∆k(φ, s) = ∆k(φ, s, 1)
l'intégrale de Tate (1.3) de φ lorsque χ = 1 est le aratère trivial de Ck, de telle
sorte que
∆k(φ1, s) =
∫
A×
ϕ(λen) |λ|s d×λ.
2.1. Proposition. Les propriétés suivantes sont satisfaites :
(a) La série E(g, s) onverge pour Re(s) > 1 et satisfait aux relations (2.1).
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(b) Si ϕ ∈ SK(An), on a
(2.2) E(ϕ)(g, s) = n ∆k(φ1, ns)E(g, s).
() La série E(g, s) se prolonge en une fontion méromorphe dans C.
Démonstration. Pour g ∈ G(A) et pour ϕ ∈ S(An), on pose
M(ϕ)(g, s) =
∫
Z(A)
ϕ(en.zg) |det zg|s dz.
Cette intégrale onverge si Re(s) > 1/n et si Re(s) > 1, on a
(2.3) E(ϕ)(g, s) =
∑
γ∈P (k)\G(k)
M(ϕ)(γg, s).
Si g ∈ G(A), on a, en vertu de (1.9) :
M(ϕ)(pg, s) =
∫
Z(A)
ϕ(en.zpg) |det zpg|s dz
= n |det p|s
∫
A×
ϕ(λen.pg) |λn det g|s d×λ
= n |det p|s
∫
A×
ϕ(λα(p)en.g) |λn det g|s d×λ
= n |det p|s |α(p)−n|
∫
A×
ϕ(λen.g) |λn det g|s d×λ
= n δP (p)
s
∫
A×
ϕ(λen.g) |λn det g|s d×λ
= δP (p)
sM(ϕ)(g, s)
On a aussi
M(ϕ)(g, s) =
∫
Z(A)
ϕ(en.zg) |det zg|s dz
= n
∫
A×
ϕ(λen.g) |λn det g|s d×λ
= n |det g|s ∆k(φg, ns).
Si ϕ ∈ SK(An), et en érivant g = pκ ∈ G(A), ave p ∈ P et κ ∈ K, on trouve
(2.4) M(ϕ)(g, s) = n δP (g)
s ∆k(φ1, ns).
On déduit (b) de (2.4) et (2.3), e qui entraîne (a) et () par la même oasion. 
On rappelle que la fontion
(2.5) Λ(s) = π−s/2Γ(
s
2
)ζ(s),
est méromorphe dans C, et que Λ(s) = Λ(1− s). Les seuls ples de Λ sont en s = 0
et s = 1. On a Λ(s) 6= 0 si Re(s) ≥ 1 et s 6= 1. Pour n = 2, on a 2Λ(2) = π/3. La
fontion
cn(s) = c(s) =
Λ(n(1− s))
Λ(ns)
est méromorphe dans C, et on a
c(s) c(1 − s) = 1, c(12 ) = 1, c(0) = 0, c( 1n ) = 0 (n ≥ 3).
Dans le demi-plan fermé Re(s) ≥ 1/n, les seuls ples de la fontion c(s) sont situés
en s = 1 et aussi en s = 1− (1/n) si n ≥ 3. On a
ress=1 c(s) =
−1
nΛ(n)
, ress=1−(1/n) c(s) =
−1
nΛ(n− 1) (n ≥ 3).
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On pose
Rn = {s ∈ C | Re(s) > 0 et ζ(ns) = 0} .
L'ensemble Rn est ontenu dans la bande 0 < Re(s) < 1/n. Dans ette bande,
l'ensemble des ples de c(s) est égal à Rn. Dans le demi-plan fermé Re(s) ≥ 1/2,
l'ensemble des zéros de la fontion c(s) est ontenu dans la bande ouverte{
s ∈ C | 1− 1n < Re(s) < 1
}
.
2.2. Remarque. On dénit une fontion τ ∈ SK(An) de la manière suivante : on note
τp la fontion aratéristique du module ompat Z
n
p , on pose τ∞(x) = e
−pi||x||2
si
x ∈ Rn, et enn
τ(x) = τ∞(x∞)
∏
p
τp(xp),
si x = (. . . , xp, . . . , x∞) ∈ An. On vérie que τ ∈ SK(An), on a Fτ(x) = τ(x) et
(2.6) ∆k(τ 1, s) = Λ(s),
où Λ(s) est dénie en (2.5) [22, Lem. 8, p. 127℄. On déduit de (2.2) :
(2.7) E(τ)(g, s) = nΛ(ns)E(g, s),
2.3.Proposition. La série d'Eisenstein normalisée vérie les propriétés suivantes :
(a) Les seuls ples de la fontion Λ(ns)E(g, s) sont les points s = 0 et s = 1.
(b) Dans le demi-plan fermé Re(s) ≥ 1/n, la fontion E(g, s) n'admet qu'un
ple ; il est simple et situé en s = 1. On a
ress=1E(g, s) =
1
nΛ(n)
, E(g, 0) = 1, E(g,
1
n
) = 0.
() Dans le demi-plan fermé Re(s) ≥ 1/n, les seuls ples de la fontion c(s)
sont situés en s = 1 et aussi en s = 1− (1/n) si n ≥ 3. On a
ress=1 c(s) =
−1
nΛ(n)
, ress=1−(1/n) c(s) =
−1
nΛ(n− 1) (n ≥ 3).
(d) On a l'équation fontionnelle
(2.8) E(g, s) = c(s)E(tg−1, 1− s).
Dans la bande 0 < Re(s) < 1, le lieu des ples de E(g, s) est égal à Rn.
(e) Si n = 2, on a
E(tg−1, s) = E(g, s).
Démonstration. L'assertion (a) est une onséquene de (2.7). En érivant
E(g, s) =
E(τ)(g, s)
nΛ(ns)
,
on voit que la fontion E(g, s) n'admet qu'un ple dans le demi-plan Re(s) > 1/n ;
il est simple et situé en s = 1. Puisque
ress=1E(τ)(g, s) =
∫
τ = 1,
On en déduit le résidu de E(g, s) en s = 1. D'autre part,
ress=0E(τ)(g, s) = − τ(0) = −1,
et la fontion Λ(ns) admet un ple au point s = 0, de résidu
ress=0 Λ(ns) = ress=0 Γ(
ns
2
)ζ(ns) = − 1
n
,
puisque ζ(0) = −1/2. On en déduit que E(g, 0) = 1. Si Re(s) = 1/n et s 6= 1/n, la
fontion E(g, s) n'a pas de ple, puisque Λ(ns) 6= 0. Enn, si s = 1/n, la fontion
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Λ(ns) a un ple et la fontion E(τ)(g, s) n'en a pas, e qui ahève de démontrer
(b). Les seuls ples de la fontion Λ(n(1 − s)) sont simples, situés en s = 1 et en
s = 1 − (1/n) ; on a Λ(ns) 6= 0 dans l'ensemble des points s tels que Re(s) ≥ 1/n
et s 6= 1/n ; par onséquent, les seuls ples de la fontion
c(s) =
Λ(n(1− s))
Λ(ns)
dans et ensemble sont simples, situés en s = 1 et en s = 1 − (1/n) ; de plus
c(1/n) = 0. Le alul de ress=1 c(s) est faile. On a
ress=1−(1/n) c(s) =
−1
n
lim
s=1
(s− 1)Λ(s)
Λ(n− s) .
On a (s− 1)Λ(s) = 1 + o(1), d'où le résidu en s = 1− (1/n). Si n = 2, on a
Λ(2− s) ∼ 1
1− s ,
et don ress=1/2 c(s) = 0 : la fontion c est holomorphe en s = 1/2. e qui implique
(). On déduit de (2.2) et de l'équation fontionnelle (1.10) :
Λ(n(1− s))E(g, 1− s) = Λ(ns)E(tg−1, s),
e qui implique (d). L'assertion (e) vient de la relation
tg−1 = wgw−1, où w est
l'élément du groupe de Weyl de SL(2,Z). 
Opérateurs invariants.
La variété riemanienne Pn = G(R)/Ov(n) s'identie à l'espae des matries symé-
triques dénies positives Y = (yij). On noteD = D(Pn) la C-algèbre des opérateurs
diérentiels sur Pn qui sont invariants sous l'ation de G(R). Posons
∂
∂Y
= 12
(
(1 + δij)
∂
∂yij
)
,
où δij est le symbole de Kroneker. A. Selberg [17, p. 57℄ a introduit les éléments
suivants de D :
Qh = Tr
((
Y
∂
∂Y
)h)
(1 ≤ h ≤ n)
de degrés respetifs 1, 2, . . . , n ; voir aussi [20℄. L'opérateur Q2 est l'image de l'élé-
ment de Casimir de l'algèbre enveloppante de G, et 'est aussi le Laplaien de Pn.
Il a démontré que l'algèbre D est égale à l'algèbre de polynmes C[Q1, . . . , Qn]. La
fontion δP (g)
s
est fontion propre simultanée des éléments de D : on a
(2.9) D δsP = γD(s) δ
s
P , (D ∈ D, s ∈ C),
ave des polynmes γD(s) onvenables.
2.4.Proposition. Soit I(C) l'image de l'homomorphisme de D dans C[s] qui envoie
D sur γD(s).
(a) Si n = 2, on a I(C) = C[s(1− s)].
(b) Si n ≥ 3, on a I(C) = s(1−)C[s].
Cette proposition résulte du lemme suivant :
2.5. Lemme. Posons
Dh =
2h
n(n− 1) Qh, γh(s) = γDh(s).
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Alors
γh(s) = s (1− s)
(
((n− 1)s)h−1 − (1− s)h−1
(n− 1)s− (1− s)
)
.
En partiulier :
γ1(s) = 0, γ2(s) = s (1− s), γ3(s) = s (1− s) ((n− 2)s+ 1).
Démonstration. Voir [20, pp. 4449℄. 
Puisque les éléments deD sont invariants sous l'ation de G(R) à gauhe, la relation
(2.9) implique :
2.6. Proposition. Si D ∈ D et si s n'est pas un ple de E(g, s), on a
DE(g, s) = γD(s)E(g, s). 
Rappelons que le radial unipotent N de P est formé des matries
x =
(
1n−1 u
0 1
)
où u est un veteur olonne ave n− 1 omposantes. Si F est une fontion ontinue
sur G(k)\G(A), le terme onstant de F le long de N est
F 0(g) =
∫
N(k)\N(A)
F (ug, s) du.
Le terme onstant des séries d'Eisenstein est le suivant : si
p =
(
g′ tx
0 t
)
∈ P (A),
on a
E(ϕ)0(p, s) = n δP (p)
s∆(ϕ̂′′, ns) +
n
n− 1 δP (p)
1−s
n−1 E(ϕ′)(g′,
n− ns
n− 1 ),
où on a pris ϕ ∈ S(An) déomposable :
ϕ(x′, y) = ϕ′(x′)ϕ′′(y), ϕ′(0) = ϕ′′(0) = 1, x′ ∈ An−1, y ∈ A1.
On en déduit :
2.7. Proposition. Soit g = pκ ∈ G(A) ave p omme i-dessus. Si s n'est pas un
ple de En(g, s), on a
E
0
n(g, s) = δP (g)
s + cn(s) δP (g)
1−s
n−1 En−1(g
′,
n− ns
n− 1 ),
en onvenant que E1(g
′, s) = 1.
Intégrales périodiques des séries d'Eisenstein.
Rappelons que g
K
est la matrie de G(A) telle que (g
K
)∞ = qK et (gK )p = 1 pour
tout nombre premier p, et que q
K
∈ G(R) est une matrie telle que tq
K
.q
K
= p
K
,
où p
K
est la matrie dénie en (1.1). La fontion τ ∈ SK(An) a été dénie dans la
remarque 2.2.
2.8. Lemme. Si χ ∈ X, on a τ(tg
K
.tπ(ξ).e1) = Φ0(ξ) pour tout ξ ∈ A×K .
Démonstration. Les deux fontions sont déomposables ; posons (τg
K
)v = τv et
(Φ0)v = Φv pour simplier. Supposons tout d'abord que v soit la plae innie. Si
x = (x1, . . . , xn) ∈ kn, et si ξ = ι(x) = x1α1 + · · ·+ xnαn ∈ K×, on vérie que
tx.p
K
.x = F (ξ).
On a
tπ(ξ).e1 = ι
−1(ξ) = x d'après (1), et
||te1.π(ξ)gK ||2 = ||xgK ||2 = x.pK .tx = F (ξ).
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On en déduit que si ξ∞ ∈ K×∞, on a
τ∞(
tg
K
.tπ(ξ∞).e1) = e
−F (ξ∞) = Φ∞(ξ∞).
Soit v une plae nie de k ; le aratère χ est non ramié, on a (g
K
)v = 1, et
τv(
tπv(ξ).e1) = τv(ι
−1
v (ξ)) si ξ ∈ K×
puisque ιv induit un isomorphisme de Z
n
p sur Ov. En eet le module
Rv = O⊗o ov = α1ov + · · ·+ αnov
est un sous-anneau ompat deOv, et il ontientO. Par le théorème d'approximation
faible, O est dense dans
∏
w|vOw, et don dans Ov, d'où τv = Φv. 
2.9. Lemme. Si χ ∈ X, on a
∆′K(τgK , s, χ) = Γ(s, χ).
Démonstration. C'est une onséquene du lemme 2.8 et de (1.5). 
2.10. Proposition. Si χ ∈ X et si g ∈ G(A), la fontion méromorphe
H(g, s, χ) = L(s, χ)−1
∮
E(hg, s)χpi(h) dh
possède les propriétés suivantes :
(a) Si h ∈ T (A) et si κ ∈ K, on a
H(hgκ, s, χ) = χpi(h)H(g, s, χ).
(b) La fontion Λ(ns)H(g, s, χ) est holomorphe dans le demi-plan Re(s) > 0.
() La fontion Λ(ns)H(g
K
, s, χ) n'a pas de zéros dans C.
(d) Si n = 2, la fontion H(g, s, χ)L(s, χ) est invariante par s 7→ 1− s.
Démonstration. Si ϕ ∈ SK(An) et si g ∈ G(A), notons Φg ∈ S(AK) la fontion
dénie par
Φg(ξ) = ϕ(
tg.tπ(ξ).e1) (ξ ∈ AK),
et φ1 ∈ S(Ak) la fontion dénie par
φ1(λ) = ϕ(λe1) (λ ∈ Ak).
La relation (2.2) s'érit
n ∆k(φ1, ns)E(g, s) = E(ϕ)(g, s).
La formule de Heke (1.11) implique∮
E(ϕ)(hg, s)χpi(h) dh = |det g|sAk ∆K(ϕg, s, χ),
et la formule de Weil (1.4) donne :
∆K(Φg, s, χ) = c
−1
K L(s, χ) ∆
′
K(Φg, s, χ).
On en déduit
n∆k(φ1, ns)
∮
E(hg, s)χpi(h) dh = |det g|sAk ∆K(Φg, s, χ)
= c−1K |det g|sAk L(s, χ)∆′K(Φg, s, χ),
e qui implique
H(g, s, χ) =
|det g|s
n cK
∆′K(Φg, s, χ)
∆k(φ1, ns)
.
Puisque ∆′K(Φg, s) est holomorphe pour Re(s) > 0, on voit que Λ(ns)H(g, s, χ) est
holomorphe pour Re(s) > 0 en prenant ϕ = τ , puisque d'après l'équation (2.6)
∆k(τ 1, ns) = Λ(s) = π
−ns/2 Γ(ns/2)ζ(ns)
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Enn, d'après le lemme 2.9 et l'équation (2.6), on a
H(g
K
, s, χ) =
|det g
K
|s
n cK
∆′K(τgK , s, χ)
∆k(τ 1, ns)
=
|discK|s/2
n cK
Γ(s, χ)
π−ns/2 Γ(ns/2)ζ(ns)
;
la fontion Γ(s, χ) n'a pas de zéros dans C, e qui implique la dernière assertion. 
Si χ ∈ X, on a∫
Q
E(h˙g
K
, s)χpi(h˙) dh˙ =
∮
F (hg
K
)χpi(h) dh = H(gK , s, χ)L(s, χ) ;
la formule d'inversion de Fourier (1.7) entraîne que si h ∈ S, on a
E(hg
K
, s) =
∑
χ∈X
H(g
K
, s, χ)L(s, χ)χpi(h).
La onvergenge est normale ar il s'agit du développement en série de Fourier d'une
fontion C∞ sur une somme de produit de erles. On a don :
2.11. Corollaire. si h ∈ S, et si s 6= 0, 1, on a
nΛ(ns)E(hg
K
, s) = c−1K |discK|s/2
∑
χ∈X
Γ(s, χ)L(s, χ) χ¯pi(h). 
Cette formule est due à Siegel si K est un orps quadratique réel [19, p. 89℄.
2.12. Lemme. Si D ∈ D, on a
DH(g, s, χ) = γD(s)H(g, s, χ).
Démonstration. Puisque D est invariant à gauhe, on a, si g ∈ G(A) et si F est
assez régulière :
Dg
∮
F (hg)χpi(h) dh =
∮
Dg[F ◦L(h)](g)χpi(h) dh =
∮
[DF ](hg)χpi(h) dh.
On en déduit
DH(g, s, χ)L(s, χ) = Dg
∮
E(hg, s)χpi(h) dh =
∮
[DE](hg, s)χpi(h) dh
= γD(s)H(g, s, χ)L(s, χ),
d'où le résultat. 
3. Trains d'ondes d'Eisenstein
Trains d'ondes d'Eisenstein.
Un train d'ondes d'Eisenstein (ni) est une ombinaison linéaire de séries d'Eisen-
stein. Plus préisément, 'est une fontion dénie sur G(A) qui s'érit
W(µ)(g) =
∫
B
E(g, s) dµ(s),
où µ appartient à l'ensemble Mn(B) des mesures dans la bande ouverte
B = {s ∈ C | 0 < Re(s) < 1} ,
et à support ni, disjoint de l'ensemble
Rn = {s ∈ C | Re(s) > 0 et Λ(ns) = 0} ,
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qui est l'ensemble des ples de E(g, s) dans B. On parlera aussi de train d'ondes
pour simplier. Si
µ =
∑
s
asδ(s), as ∈ C, s ∈ B,
on a
W(µ)(g) =
∑
s
asE(g, s).
Les fontions W(µ) appartiennent à l'espae C(X) des fontions ontinues dénies
sur la variété modulaire
X = G(k)Z(A)\G(A)/K.
On note E(X) = ImW l'espae des trains d'ondes d'Eisenstein. On a
(3.1) W(µ)(g) =
∫
B
c(s)E(tg−1, 1− s) dµ(s) =
∫
B
c(1− s)E(tg−1, s) dµ(1− s)
par l'équation fontionnelle (2.8) :
E(g, s) = c(s)E(tg−1, 1− s).
On va maintenant déterminer le noyau de l'appliation W.
Supposons n = 2. On note M±2 (B) le sous-espae de M2(B) formé des mesures
telles que
µ(1− s) = ± c(s)µ(s).
Si µ ∈M2(B), on pose
µ±(s) =
1
2
(µ(s)± c(1− s)µ(1 − s)) ∈M±2 (B).
Puisque µ = µ+ + µ−, on a
M2(B) = M
+
2 (B) ⊕M−2 (B),
et l'équation fontionnelle (3.1) implique W(µ) = W(µ+).
3.1. Proposition. Si n ≥ 3, l'appliation W : Mn(B) −→ C(X) est injetive. Si
n = 2, on a kerW = M−2 (B).
Autrement dit, les séries d'Eisenstein En(g, s) sont linéairement indépendantes, mis
à part la relation E2(g, s) = c(s)E2(g, 1− s) lorsque n = 2.
Posons M+n (B) = Mn(B) pour n ≥ 3. Si F ∈ C(X) est un train d'ondes d'Eisen-
stein, il existe une unique mesure µ ∈ M+n (B) telle que F = W(µ) ; on dit que le
support de µ est le spetre de F , noté SpecF .
Démonstration. Supposons
µ =
n∑
i=1
ai δ(si), ai ∈ C, si ∈ B, si 6= sj si i 6= j.
Soit g ∈ G(A), et posons νg(s) = E(g, s)µ(s) ∈Mn(B). Si D ∈ D, on a
D[W (µ)](g) =
n∑
i=1
ai γD(si)E(g, si) =
∫
B
γD(s)dνg(s).
Si W (µ) = 0, on a don ∫
B
γ(s)dνg(s) = 0
quel que soit γ ∈ I(C). Supposons n ≥ 3. Pour 1 ≤ j ≤ n, Le polynme
(3.2) γj(s) =
s(1− s)
sj(1− sj)
∏
i6=j
s− sj
si − sj
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appartient à I(C) = s(1− s)C[s] et∫
B
γj(s)dνg(s) =
n∑
i=1
ai γj(si)E(g, si) = aiE(g, si) = 0,
quel que soit g ∈ G(A) e qui implique ai = 0 puisque la fontion E(g, si) n'est pas
identiquement nulle. On a don µ = 0 et l'appliation W est injetive. Supposons
n = 2, et soit µ ∈M+2 (B). La proposition 2.10(d) implique
νg(s) = E(g, s)µ(s) = c(s)E(g, 1− s)µ(s) = E(g, 1− s)µ(1− s) = νg(1− s)
La mesure νg est invariante par s 7→ 1− s, et elle est nulle sur I(C) = C[s(1− s)] ;
on a enore νg = 0 dans e as. On onlut omme préédemment. 
Formes toroïdales.
Les fontions F dénies sur G(k)Z(A)\G(A) telles que∮
F (hg) dh = 0 pour g ∈ G(A)
ont été introduites par Zagier [25℄. Plus généralement, si χ ∈ X, on dit que F ∈ C(X)
est une forme toroïdale en χ si
(3.3) Πχ(F )(g) =
∮
F (hg)χpi(h) dh = 0 pour g ∈ G(A),
On note T (χ) l'espae des formes toroïdales en χ.
Trains d'ondes toroïdaux.
3.2. Théorème. Soit F ∈ E(X) un train d'ondes d'Eisenstein et χ ∈ X. Les
onditions suivantes sont équivalentes :
(a) Le train d'ondes F est toroïdal en χ, i. e. Πχ(F ) = 0 ;
(b) On a SpecF ⊂ Zχ, où
Zχ = {s ∈ B | L(s, χ) = 0 } .
La proposition 3.1 et le théorème 3.2 impliquent que l'appliation W induit un
isomorphisme de l'espae {
µ ∈M+n (B) | Suppµ ⊂ Zχ
}
sur l'espae E(X) ∩ T (χ) des trains d'ondes qui sont toroïdaux en χ.
En partiulier, si s ∈ B−Rn, pour que E(g, s) soit toroïdale en χ, il faut et il sut
que s ∈ Zχ.
Démonstration. Erivons F = W(µ) ave µ ∈ Mn(B) et posons Π(g) = Πχ(F )(g).
La formule de Heke implique
Π(g) =
∮
W(µ)(hg)χpi(h) dh =
∫
B
H(g, s, χ)L(s, χ) dµ(s).
Rappelons que pour toute mesure µ ∈Mn(B), on a Suppµ ⊂ Zχ si et seulement si
la mesure L(s, χ)µ(s) = 0 est nulle.
(b) ⇒ (a) : Si L(s, χ)µ(s) = 0, alors W(µ) est toroïdale en χ grâe à l'égalité
i-dessus.
(a) ⇒ (b) : Soit D ∈ D. Grâe au lemme 2.12, on a
DΠ(g) =
∫
B
DH(g, s, χ)L(s, χ) dµ(s)
=
∫
B
H(g, s, χ)L(s, χ)γD(s) dµ(s).
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si W(µ) est toroïdale en χ, alors∫
B
γ(s) dν(s) = 0 où ν(s) = H(g, s, χ)L(s, χ)µ(s),
quelle que soit γ ∈ I(C). i) Supposons n ≥ 3 et posons
µ =
n∑
i=1
ai δ(si),
ave si 6= sj pour i 6= j, de telle sorte que
ν =
n∑
i=1
νi δ(si), ν(si) = aiH(g, si, χ)L(si, χ).
Il vient ∫
B
γ(s) dν(s) =
n∑
i=1
νi γ(si) = 0 (γ ∈ I(C)).
Supposons n ≥ 3 et reprenons le polynme γj(s) ∈ I(C) déni par (3.2) ; on a∫
B
γj(s)dν(s) =
n∑
i=1
νi γj(si) = νi = 0,
et ν = 0. Or la fontion Λ(ns)H(g
K
, s, χ) ne s'annule pas dans B d'après la propo-
sition 2.10 ; il s'ensuit que la mesure L(s, χ)µ(s) est nulle. ii) Supposons n = 2, et
soit µ ∈M+2 (B). La proposition 2.10(d) implique
ν(s) = H(g, s, χ)L(s, χ)µ(s) =
= H(g, 1− s, χ)L(1− s, χ)c(s)µ(s)
= H(g, 1− s, χ)L(1− s, χ)µ(1− s) = ν(1 − s).
Ainsi, la mesure ν est invariante par s 7→ 1−s, et elle est nulle sur I(C) = C[s(1−s)] ;
on a enore ν = 0 dans e as. On onlut omme préédemment. 
Trains d'ondes prinipaux.
En théorie du signal, un train d'ondes est représenté par une somme nie d'expo-
nentielles imaginaires ∑
t
at e
itω .
Les exponentielles imaginaires sont les aratères du groupe additif. Les aratères
du groupe multipliatif R×+ sont les fontions puissanes ψt(x) = x
it
, où t est réel.
On note E1(R×+) l'espae des sommes de aratères
ψ(x) =
∑
t
at(ψ) e
itω =
∑
t
at(ψ)x
it,
où l'ensemble Specψ = {t ∈ R | at(ψ) 6= 0} est ni, de telle sorte que
ψ(x) =
∫
R
xit dψ̂(t),
où ψ̂ est une mesure à support ni sur R :
ψ̂ =
∑
t∈Specψ
at(ψ) δ(t).
Si les séries d'Eisenstein E(g, 12 + it) sont l'analogue pour l'espae X des ara-
tères ψt(x) pour R
×
+, les trains d'ondes d'Eisenstein prinipaux sont l'analogue des
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sommes de puissanes. On dit qu'un train d'ondes F est prinipal si son spetre est
ontenu dans la droite ritique
D =
{
s ∈ C | Re(s) = 12
}
.
Il s'érit don sous la forme
F (g) =
∫
R
E(g, 12 + it) dψ̂(t),
où ψ̂ est omme i-dessus. On note E1(X) l'espae des trains d'ondes prinipaux.
3.3.Remarque. On déduit du théorème 3.2 que si F ∈ E(X), les onditions suivantes
sont équivalentes :
(a) On a F ∈ E1(X) ∩ T (χ).
(b) On a SpecF ⊂ Xχ, où
Xχ = D ∩ Zχ =
{
s ∈ C | L(s, χ) = 0 et Re(s) = 12
}
. 
Une ondition équivalente à l'hypothèse de Riemann.
3.4. Corollaire. Les onditions suivantes sont équivalentes :
(a) Toutes les raines de L(s, χ) dans la bande B sont situées sur la droite
ritique D.
(b) Tout train d'ondes d'Eisenstein toroïdal en χ est prinipal.
() Si s ∈ B et si E(g, s) est toroïdale en χ, on a
E(pg, s) = O(δP (p)
1/2)
pour tout p ∈ P (A), uniformément lorsque g parourt un ompat de G(A).

Démonstration. Le théorème 3.2 implique immédiatement l'équivalene des ondi-
tions (a) et (b). Puisque
F (pg) ∼ F 0(pg),
La proposition 2.7 implique l'équivalene des onditions (a) et (). 
4. Relations de Maass-Selberg
L'opérateur de tronature.
On va utiliser l'opérateur d'Arthur pour estimer l'intégrale des séries d'Eisenstein.
4.1. Proposition. pour m > 0, il existe un opérateur Λm de C(G(k)\G(A)) jouis-
sant des propriétés suivantes.
(a) Si F est une fontion ontinue à roissane lente sur G(k)\G(A) et si
m > 0, la fontion ΛmF est à déroissane rapide, et ΛmF tend vers F
uniformément sur tout ompat lorsque m tend vers l'inni.
(b) Supposons n = 2. Soient s1 et s2 deux points du plan omplexe qui ne sont
ni des ples de E(g, s), ni des ples de c(s). Si m tend vers l'inni, on a :
(4.1)
∫
G(k)Z(A)\G(A)
ΛmE(g, s1) Λ
m
E(g, s2) dg ∼ v ̟m2 (s1, s2),
où v > 0 et où
̟2(s1, s2) =
ms1−s2c(s2)−ms2−s1c(s1)
s1 − s2
+
ms1+s2−1 −m1−s2−s1c(s1)c(s2)
s1 + s2 − 1 .
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() Supposons n ≥ 3. Si t1 et t2 sont réels, et si m tend vers l'inni, on a
(4.2)
∫
G(k)Z(A)\G(A)
ΛmE(g, 12 + it1) Λ
m
E(g, 12 + it2) dg ∼ vM1(t1, t2),
où v est une onstante > 0, et où
M1(t1, t2) =
mi(t1+t2) −mi(t2+t1)c(12 + it1)c(12 + it2)
i(t1 + t2)
, (t2 6= −t1),
et
M1(t,−t) = 2 logm− c
′
c
(12 + it).
Les relations (4.1) sont les relations de Maass-Selberg, et les relations (4.2) sont les
relations de Maass-Selberg généralisées.
Démonstration. Rappelons les propriétés de l'opérateur de tronature ΛT d'Arthur
déni dans [2, p. 270℄, [3, p. 89℄, [4, p. 40℄, où T est un élément onvenablement
régulier de l'algèbre de Lie du tore maximal standard A0 de G. Si F est une fontion
ontinue à roissane lente sur G(k)\G(A) et si T > 0, la fontion ΛTF est à
déroissane rapide, et ΛTF tend vers F uniformément sur tout ompat lorsque
T tend vers l'inni. Si on note Hρ l'élément tel que < α,Hρ > = 1 pour toute
raine simple α de G relative à A0, et si m est un nombre réel assez grand, l'élément
T (m) = (logm)Hρ est onvenablement régulier (voir la dénition en [4, Eq. (9.2),
p. 69℄. L'opérateur Λm = ΛT (m) satisfait la ondition (a). Si n = 2, voir [14, Prop.
7.13, p. 401℄ pour la démonstration de (b). Si n ≥ 3, on déduit () des travaux
d'Arthur [2, p. 271℄, [3, Lem. 4.2, p. 119℄, [4, Cor. 9.2, p. 70℄. 
Signalons en passant que si n = 2, on déduit de (4.1) en passant à la limite :∫
G(k)Z(A)\G(A)
|Λm1|2 dg = v(2Λ(2)− 1
m
) ∼ volG(k)Z(A)\G(A),
d'où
v =
volG(k)Z(A)\G(A)
2Λ(2)
=
3
π
volG(k)Z(A)\G(A).
La relation (4.1) et un autre passage à la limite impliquent :
4.2. Lemme. Supposons n = 2. Si s ∈ C et Re(s) > 1/2, on a∫
G(k)Z(A)\G(A)
|ΛmE(g, s)|2 dg = v m
2σ−1
2σ − 1 +O(1).
Fontions presque périodiques.
Si ψ ∈ C(R×+), on dénit une semi-norme ||ψ||2 en posant
||ψ||22 = limm→∞
1
2 logm
∫ m
1/m
|ψ(x)|2 d×x.
L'espae de Hilbert B2(R×+) des fontions presque périodiques au sens de Besio-
vith, de arré intégrable en moyenne sur R×+, est le omplété de l'espae E
1(R×+)
des sommes de aratères pour ette semi-norme. L'espae B2(R×+) s'identie à
l'espae ℓ2(Rd), où Rd est le sous-groupe disret sous-jaent à la droite réelle, ou
enore à l'espae des séries formelles
ψ(x) ∼
∑
t
at(ψ)x
it, ave
∑
t
|at(ψ)|2 < +∞.
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De la même manière, si F ∈ C(X), on dénit une semi-norme ||F ||2, à valeurs dans
[0,+∞], en posant
(4.3) ||F ||22 = limm→∞
1
4 v logm
∫
G(k)Z(A)\G(A)
|ΛmF (g)|2 dg,
et on dit que F est de arré intégrable en moyenne si ||F ||2 < +∞. L'espae
A2(X) des fontions de arré intégrable en moyenne jouit d'une struture d'espae
préhilbertien : si F1 et F2 appartiennent à A
2(X), la limite
(F1, F2)2 = lim
m→∞
1
4 v logm
∫
G(k)Z(A)\G(A)
ΛmF1(g) ΛmF2(g) dg
existe et dénit une forme hermitienne sur A2(X). On note A2(X) l'espae de
Hilbert séparé omplété de A2(X) relativement à la semi-norme ||F ||2. Or on a
E1(X) ⊂ A2(X), par la proposition 4.5 i-dessous ; ei permet de dénir par
analogie l'espae de Hilbert B2(X) des trains d'ondes presque périodiques omme
étant l'adhérene de E1(X) dans A2(X) ; 'est l'analogue pour la variété modulaire
X de l'espae B2(R×+). Puisque
M1(t,−t) = 2 logm− c
′
c
(12 + it),
On déduit de la proposition 4.1 :
4.3. Lemme. Supposons n ≥ 3. Soient t1 et t2 dans R.
(a) Si t2 6= t1, on a (E(. , 12 + it1),E(. , 12 + it2))2 = 0.
(b) On a ||E(. , 12 + it)||22 = 12 . 
On a aussi :
4.4. Lemme. Supposons n = 2. Soient t1 et t2 dans R.
(a) Si t2 6= ± t1, on a (E(. , 12 + it1),E(. , 12 − it2))2 = 0.
(b) Si t 6= 0, on a ||E(. , 12 + it)||22 = 12 .
() On a ||E(. , 12 )||22 = 1.
(d) Si t 6= 0, on a (E(. , 12 + it),E(. , 12 − it))2 = 12 c(12 + it). 
4.5. Proposition. Si F est un train d'ondes prinipal non nul, on a
0 < ||F ||2 < +∞,
autrement dit, on a E1(X) ⊂ A2(X) ; si n = 2, on a E1(X) = E(X) ∩ A2(X).
Démonstration. Supposons F = W(µ), ave
µ =
∑
s
asδ(s), as ∈ C, Re(s) = 12 .
Les lemmes 4.3 et 4.4 montrent que W(µ) ∈ A2(X). Réiproquement, supposons
n = 2. Le lemme 4.2 montre que∫
G(k)Z(A)\G(A)
|W(µ)(g)|2 dg ∼ C m
2σ(µ)−1
2σ(µ)− 1 .
Si Suppµ 6⊂ D, on n'a don pas W(µ) ∈ A2. 
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Une autre ondition équivalente à l'hypothèse de Riemann (n = 2).
On déduit du théorème 3.4 et de la proposition 4.5 :
4.6. Corollaire. Considérons les onditions suivantes :
(a) Toutes les raines de L(s, χ) dans la bande B sont situées sur la droite
ritique.
(b) Tout train d'ondes toroïdal en χ est de arré intégrable en moyenne.
Alors (a) ⇒ (b). Si n = 2, les onditions (a) et (b) sont équivalentes. 
La ondition (b) du théorème 3.4 signie que la semi-norme ||F ||2 est nie sur
l'espae E(X) ∩ T (χ) ; sous ette ondition, l'espae E(X) ∩ T (χ), muni de ette
semi-norme, est un espae préhilbertien.
5. Un espae de Pólya-Hilbert modulaire
L'espae T 2(X).
L'espae de Hilbert T 2χ(X) des trains d'ondes toroïdaux en χ et presque périodiques
est l'adhérene du sous-espae E1(X) ∩ T (χ) de B2(X). On érit T 2χ(X) = T 2(X)
pour simplier.
On note V (Dχ) le omplété de E
1(X) ∩ T (χ) pour la norme ||DF ||2, où D = D2
est l'opérateur de Casimir de G déni dans la setion 2. Puisque ||4DF ||2 ≥ ||F ||2,
l'espae V (Dχ) s'identie à un sous-espae dense de T
2(X). L'opérateur non borné
de T 2(X) déni par D et de domaine V (Dχ) sera noté Dχ.
5.1. Théorème. L'opérateur Dχ est un opérateur auto-adjoint de T
2(X), et son
spetre est disret : on a
SpecDχ =
{
λ | λ = 1
4
+ γ2, γ ∈ R, L(12 + iγ, χ) = 0
}
.
Si L(12 , χ) = 0, la valeur propre λ = 1/4 est simple. Si n ≥ 3, toute valeur propre
λ 6= 1/4 est double, les fontions propres orrespondantes étant la série d'Eisenstein
E(g, 12 + iγ) et sa onjuguée. Si n = 2, toute valeur propre est simple.
Autrement dit, le ouple (T 2(X), Dχ) est un espae de Pólya-Hilbert dans le sens
expliqué dans l'introdution. Nous dérivons d'abord la struture de E1(X).
5.2. Proposition. Les propriétés suivantes sont satisfaites.
(a) Supposons n ≥ 3. Si on érit les éléments de E1(X) sous la forme
(5.1) F (g) =
∑
t∈R
at(F )E(g,
1
2 + it),
on a
(5.2) (F1, F2)2 =
1
2
∑
t∈R
at(F1) at(F2).
(b) Supposons n = 2. Si on érit les éléments de E1(X) sous la forme
(5.3) F (g) = a0(F )E(g,
1
2 ) + 2
∑
t>0
at(F )E(g,
1
2 + it),
on a
(5.4) (F1, F2)2 = a0(F1) a0(F2) + 2
∑
t>0
at(F1) at(F2).
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Démonstration. Supposons n ≥ 3 et posons
Ft(g) =
√
2E(g, 12 + it) (t ∈ R).
Il déoule du lemme 4.3 :
(i) (Ft1 , Ft2)2 = 0 si t1 et t2 sont dans R et t1 6= t2.
(ii) ||Ft||22 = 1 pour tout t ∈ R.
On en déduit (a). Supposons n = 2 et posons
Ft(g) =
√
2E(g, 12 + it) (t > 0), F0(g) = E(g,
1
2 ).
Il déoule du lemme 4.4 :
(i) (Ft1 , Ft2)2 = 0 si t1 et t2 sont dans R+ et t1 6= t2.
(ii) ||Ft||22 = 1 pour tout t ∈ R+.
Si F s'érit sous la forme énonée, on a
F (g) = a0(F )F0(g) +
√
2
∑
t>0
at(F )Ft(g),
dont on déduit l'expression du produit salaire, e qui démontre (b). 
Remarques. (i) Cette proposition montre que si n ≥ 3 par exemple, l'appliation
ψ 7→
∫
R
E(g, 12 + it) dψ̂(t)
dénit une isométrie surjetive de E1(R×+) sur E
1(X).
(ii) À la plae de l'espae E1(X), on pourrait prendre l'espae des fontions∫
R
E(g, 12 + it) dµ(t),
où µ est une mesure bornée : la onstrution qui suit onduit au même espae de
Hilbert, en vertu du théorème taubérien de Wiener.
Démonstration du théorème 5.1. On pose
Y =
{
γ ∈ R | L(1
2
+ iγ, χ) = 0
}
, Y+ = Y ∩ R×+.
La remarque 3.3 implique que F ∈ E1(X) appartient à T (χ) si et seulement si
(5.5) F (g) =
∑
γ∈Y
aγ(F )E(g,
1
2 + iγ) (n ≥ 3),
(5.6) F (g) = a0(F )E(g,
1
2 ) + 2
∑
γ∈Y+
aγ(F )E(g,
1
2 + iγ) (n = 2).
ave a0(F ) 6= 0 si et seulement si L(12 , χ) = 0.
Si F est donnée par (5.1), resp. (5.3), la proposition 2.6 implique :
(5.7) 4DF (g) =
∑
t
at(F ) (1 + 4 t
2)E(g, 12 + it) (n ≥ 3),
(5.8) 4DF (g) = a0(F )E(g,
1
2 ) + 2
∑
t>0
at(F ) (1 + 4 t
2)E(g, 12 + it) (n = 2).
On déduit des expressions (5.2) et (5.4) du produit salaire de E1(X) que l'opéra-
teur diérentiel D dénit un opérateur symétrique sur E1(X) :
(DF,F ′)2 = (F,DF
′)2 (F, F
′ ∈ E1(X)).
ZÉROS DES FONCTIONS L ET FORMES TOROïDALES 26
On note V (DE) le omplété de E
1(X) pour la norme ||DF ||2. Cet espae s'identie
au sous-espae des F ∈ B2(X) tels que
||4DF ||22 =
∑
t
|at(F )|2 (1 + 4 t2)2 < +∞ (n ≥ 3),
||4DF ||22 = |a0(F )|2 + 2
∑
t>0
|at(F )|2 (1 + 4 t2)2 < +∞ (n = 2).
l'opérateur déni par (5.7) ou (5.8) et de domaine V (DE) est un opérateur auto-
adjoint de B2(X). Il en va de même pour Dχ, enore donné par (5.8) sur V (Dχ).
Toute fontion F ∈ E1(X) ∩ T (χ) s'érit sous la forme (5.5), resp. (5.6) ; pour es
fontions, et si z 6= 14 + γ2, on a respetivement
(Dχ − z)−1F (g) =
∑
γ∈Y
aγ(F )
1
4 + γ
2 − z E(g,
1
2 + iγ),
(Dχ − z)−1F (g) = a0(F )1
4 − z
E(g, 12 ) + 2
∑
γ∈Y+
aγ(F )
1
4 + γ
2 − z E(g,
1
2 + iγ).
On vérie que ette résolvante se prolonge à T 2(X). Si n = 2, la symétrie γ 7→ −γ
est une permutation des zéros de L(12 + it, χ) ; on a don
SpecDχ =
{
λ =
1
4
+ γ2 | γ ∈ Y
}
,
e qui termine la démonstration de la première partie du théorème. Supposons
n ≥ 3. Pour voir que toute valeur propre λ 6= 1/4 est double, on remarque que
l'expression du terme onstant de E(g, s) implique
E
0(p, 12 + it) ∼ δP (p)
1
2+it
Supposons que la série d'Eisenstein et sa onjuguée soient dépendantes :
E(g, 12 − it) = λE(g, 12 + it), λ ∈ C.
Cei implique δP (p)
−it = λ δP (p)
it
, et don t = 0. Dans e as on a
E(g, 12 ) = E(
tg−1, 12 ).
et la valeur propre λ = 1/4 est simple si elle est présente. 
Trae de la représentation régulière.
On note A(G) l'algèbre auto-adjointe des fontions ontinues à support ompat sur
Z(A)\G(A) bi-invariantes sous K. On fait opérer A(G) sur l'espae des fontions
ontinues sur Z(A)\G(A)/K par la représentation régulière droite
R(u)F (x) =
∫
Z(A)\G(A)
F (xy)u(y) dy.
Si u ∈ A(G), on a
(5.9) R(u)δsP = u˜(s) δ
s
P ,
où on a introduit la fontion entière
u˜(s) =
∫
Z(A)\G(A)
δP (x)
s u(x) dx.
On déduit de (5.9) que
(5.10) R(u)E(g, s) = u˜(s)E(g, s).
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Si n = 2, il s'ensuit
u˜(s)E(g, s) = R(u)E(g, s) = c(s)R(u)E(g, 1− s)
= c(s) u˜(1− s)E(g, 1− s) = u˜(1− s)E(g, s)
Puisque les fontions g 7→ E(g, s) ne sont pas identiquement nulles, omme on le
voit en observant E
0(g, s), il vient
u˜(1 − s) = u˜(s).
5.3. Corollaire (Formule de trae). L'espae T 2(X) est invariant sous A(G). Soit
u ∈ A(G). Si n ≥ 3, on a
(5.11) Tr(R(u) | T 2(X)) =
∑
γ∈Y
u˜(12 + iγ),
Si n = 2, on a
(5.12) Tr(R(u) | T 2(X)) = ε u˜(12 ) +
∑
γ∈Y+
u˜(12 + iγ),
ave ε = 1 ou 0 suivant que L(12 , χ) = 0 ou non.
Démonstration. On déduit de (5.10) que l'algèbre A(G) opère sur B2(X). Si n ≥ 3,
les fontions E(g, 12 + iγ) pour γ ∈ Y forment une base orthonormale de T 2(X), on
en déduit (5.11). Si n = 2, les fontions E(g, 12 ) (si L(
1
2 , χ) = 0) et
√
2E(g, 12 + iγ)
pour γ ∈ Y+ forment une base orthonormale de T 2(X), on en déduit (5.12). 
5.4. Remarque. Les résultats préédents prennent en ompte les zéros des fontions
L ave la même multipliité. Or es fontions ont des raines multiples en général ;
toutefois, e point de vue semble ompatible ave les onjetures de simpliité de
Serre [11, Conj. 8.24.1, p. 324℄ sur les zéros des fontions L(s, χ), lorsque χ est un
aratère galoisien. Ce sont les suivantes :
Soit χ un aratère irrédutible de Gal(Q¯/Q).
(a) Les zéros non triviaux de L(s, χ) sont simples.
(b) Pour que L(12 , χ) = 0, il faut et il sut que χ soit réel et que l'équation
fontionnelle de L(s, χ) omporte un signe moins.
() Si χ 6= χ′, les zéros de L(s, χ) sont distints des zéros de L(s, χ′) (mis à
part éventuellement le point
1
2).
Annexe A. L'espae de Connes
Alain Connes a introduit en [8℄ un espae de distributions qui est le point de départ
de la onstrution de ses espaes de Pólya-Hilbert. Nous allons faire le lien ave les
espaes de formes toroïdales. Nous reprenons les aluls de [8, Eq.(14) et (15), p.
83℄. On note P (R×+) l'espae des fontions ontinues sur R
×
+ qui s'érivent
ψ(x) =
∫
R
xit dψ̂(t),
où ψ̂ appartient à l'espae E′(R) des distributions à support ompat sur R, en
notant les distributions omme des mesures ; la distribution ψ̂ est la transformée de
Fourier-Mellin de ψ. Si ψ et ψ̂ sont des fontions intégrables, on a
ψ̂(t) =
1
2π
∫ ∞
0
x−it ψ(x) d×x,
et la formule de Parseval s'érit
1
2π
∫ ∞
0
φ(x)ψ(x) d×x =
∫
R
φ̂(−t) dψ̂(t).
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Supposons ϕ ∈ S(An)0, 'est-à-dire ϕ(0) =
∫
ϕ = 0. La fontion θ(ϕ) est à dérois-
sane rapide sur T (A) et l'intégrale (1.8) dénissant E(ϕ)(g, s) onverge pour tout
s ∈ C. Un train d'ondes d'Eisenstein général est une fontion dénie sur G(k)\G(A)
qui s'érit
W (ψ, ϕ)(g) =
∫
R
E(ϕ)(g, 12 + it) dψ̂(t),
où ϕ ∈ S(An)0 et où ψ ∈ P (R×+). L'équation (2.2) implique
W (ψ, ϕ)(g) = n
∫
R
E(g, 12 + it) ∆k(φ1, n(
1
2 + it)) dψ̂(t),
A.1. Lemme. Si ϕ ∈ S(An)0, si ψ ∈ P (R×+), et si g ∈ G(A), on a
W (ψ, ϕ)(g) =
∫
Z(k)\Z(A)
θ(ϕ)(zg)ψ(|det zg|) dz.
Démonstration. Puisque ϕ ∈ S(An)0, le membre de droite est onvergent, et on a
W (ψ, ϕ)(g) =
∫
R
E(ϕ)(g, 12 + it) dψ̂(t)
=
∫
Z(k)\Z(A)
θ(ϕ)(zg) dz
∫
R
|det zg|it dψ̂(t)
=
∫
Z(k)\Z(A)
θ(ϕ)(zg)ψ(|det zg|) dz.

A.2. Lemme. Si ϕ ∈ S(An)0 et si ψ ∈ P (R×+), et χ ∈ X, on a∮
W (ψ, ϕ)(h)χpi(h) dh =
∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(h)ψ(|det h|)χpi(h) dh.
Démonstration. En vertu de (1.2), on a :∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(h)ψ(|det h|)χpi(h) dh
=
∫
S(k)\S(A)
∫
Z(k)\Z(A)
θ(ϕ)(zh)ψ(|det zh|) dz χpi(zh) dh,
et on applique le lemme A.1. 
A.3. Lemme. Si ϕ ∈ S(An)0 et si ψ ∈ P (R×+), on a∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(h)ψ(|det h|)χpi(h) dh =
∫
R
∆K(φ1,
1
2 + it, χ) dψ̂(t).
Démonstration. On applique le lemme A.2 et la formule de Heke (1.11). 
Rappelons que
Y =
{
γ ∈ R | L(12 + iγ, χ) = 0
}
,
et notons vγ l'ordre du zéro de la fontion L(
1
2 + it, χ) au point γ. On note E
′(Y)
l'espae des distributions à support ni dans Y de la forme
∑
γ∈Z
vγ−1∑
j=0
aγ,j δ
(j)
γ (aγ ∈ C).
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A.4. Théorème (Connes). Soit ψ ∈ P (R×+), et posons
η(h) = χpi(h)ψ(|det h|) = χpi(h)
∫
R
|deth|it dψ̂(t).
Les onditions suivantes sont équivalentes :
(a) Pour toute fontion ϕ ∈ S(A)0, on a∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(h) η(h) dh = 0.
(b) Pour toute fontion ϕ ∈ S(A)0, et pour tout x ∈ T (A), on a
θ(ϕ) ∗ η(x) =
∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(x−1h) η(h) dh = 0.
() La distribution ψ̂ appartient à E′(Y).
Démonstration. Le lemme A.3 et la formule de Weil (1.4) impliquent∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(h) η(h) dh = c−1K
∫
R
L(12 + it, χ) ∆
′
K(φ1,
1
2 + it, χ) dψ̂(t).
Si ϕ ∈ S(A)0, on a
θ(ϕ) ∗ η(x) =
∫
T (k)\T (A)
θ(ϕ)(x−1h) η(h) dh ;
on en déduit, toujours d'après le lemme A.3 :
θ(ϕ) ∗ η(x) =
∫
R
∆K(ϕ̂x−1 ,
1
2 + it, χ) dψ̂(t).
Mais
∆K(ϕ̂x−1 ,
1
2 + it, χ) = χpi(x) |det x|
1
2+it ∆K(ϕ̂1,
1
2 + it, χ).
On a don
θ(ϕ) ∗ η(x) = c−1K χpi(x) |det x|1/2
∫
R
|detx|itL(12 + it, χ) ∆′K(ϕ̂1, 12 + it, χ) dψ̂(t).
Lorsque ϕ parourt S(A)0, les fontions ∆
′
K(ϕ̂1,
1
2 + it, χ) sont denses dans l'espae
C∞(R) : voir [8, Eq. (23), p. 85℄. Si on introduit la ondition
(d) La distribution L(1/2 + it, χ) ψ̂(t) est nulle,
e qui préède montre que les onditions (a), (b) et (d) sont équivalentes. Enn, il
est bien onnu que les onditions () et (d) sont équivalentes. 
L'espae que Connes utilise pour onstruire des espaes de Pólya-Hilbert est l'espae
H0 des fontions η omme i-dessus, où ψ̂ appartient à E
′(Y). Le lien que l'on peut
faire entre l'espae de Connes et les formes toroïdales est le suivant. Le lemme A.2
et le théorème A.4 entraînent :
A.5. Corollaire. Soit ψ ∈ P (R×+). Les onditions suivantes sont équivalentes :
(a) Quelle que soit ϕ ∈ S(An)0, le train d'ondes W (ψ, ϕ) est toroïdal en χ.
(b) La distribution ψ̂ appartient à E′(Y). 
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Annexe B. Séries orbitales et formes toroïdales
Paraboliques maximaux.
Ave les dénitions de la setion 1, on a un diagramme
V
ι−−−−→ TK/k
j
x y
A
n
k
ι−−−−→ AK/k
o ù V est un ouvert de Zariski de A
n
k .
On pose ii
P = P0 =
{[
t 0
u g′
]}
, L = L0 =
{[
1 0
u g′
]}
,
et si p ∈ P est érit omme indiqué, on a tp.e1 = te1. Introduisons le morphisme
s :G −−−−→ An \ {0}, s(g) = tg−1.e1.
Soit G′ l'image du morphisme T × L −→ G. Le diagramme
TK/k pi−−−−→ G
ι
x ys
V
id−−−−→ An \ {0} = G/L
montre d'une part que la restrition de s à T est injetive, don T ∩ L = {1}, et
d'autre part que s(T ) = V, d'où on tire que s−1(V) = G′ est un ouvert de Zariski
de G.
Soient ξ un élément primitif de K et γ = π(ξ). Le morphisme x 7→ x−1γx de G
dans G se fatorise en
G
x˙−−−−→ T \G f
γ
−−−−→ G
où x 7→ x˙ est l'appliation anonique de G sur T \G, et où fγ(x˙) = x˙−1γx˙.
B.1. Lemme. Pour toute plae v, l'appliation injetive
fγ : T (kv)\G(kv) −−−−→ G(kv)
est propre. Si v est non-arhimédienne, on a (fγ)−1(Uv) ⊂ U˙v pour toute plae v
et (fγ)−1(Uv) = U˙v pour presque toute plae v.
Démonstration. D'après le théorème de ompaité de Harish-Chandra, si ω est une
partie ompate de G(kv), il existe une partie ompate Ω de T (kv)\G(kv) telle que
x−1γx ∈ ω =⇒ x˙ ∈ Ω.
Voir [21, Thm. 8.1.4.1, p. 75℄ si v est réelle ou omplexe et [12, Lem. 19, p. 52℄ si v
est non-arhimédienne. Cela signie que fγ est propre.
Supposons maintenant v non-arhimédienne.
Armer que (fγ)−1(Uv) ⊂ U˙v revient à dire que si x ∈ G(kv) et si x−1γx ∈ Uv,
alors x ∈ T (kv).Uv.
Soit x ∈ G(kv). Si x−1γx ∈ Uv, alors x−1π(K)x ⊂M(n, ov) ar π(K) = k[γ].
Soit x = hm ∈ G′(kv) ave h ∈ T (kv) et m ∈ L(kv). Soit u ∈ on, posons η = ι(u) ∈
O et κ = x−1π(η)x = m−1π(η)m ∈M(n, ov). On a
tκ.e1 =
tm.tπ(η).tm−1.e1 =
tm.tπ(η).e1 =
tm.u,
e qui implique que
tm.u ∈ on si u ∈ on, autrement dit m ∈ Uv et x˙ ∈ U˙v. On a
démontré que
[(fγ)−1(Uv)] ∩ [T (kv)\G′(kv)] ⊂ U˙v,
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d'où la première assertion, ar T (kv)\G′(kv) est dense dans T (kv)\G(kv), et ensuite
(fγ)−1(Uv) et U˙v sont ompats. D'autre part γ ∈ Uv et don fγ(U˙v) ⊂ Uv pour
presque toute plae v. Puisque fγ est injetive, ei implique U˙v ⊂ (fγ)−1(Uv). 
Intégrales orbitales.
Dans e qui suit, la lettre H désigne le entre Z ou le sous-groupe T de G.
Ainsi HA\GA = (H\G)(A), et vol U˙v = 1 pour presque toute plae v. On note
C∞c (HA\GA) l'espae des ombinaisons linéaires de l'ensemble B(HA\GA) des fon-
tions u sur HA\GA de la forme
u(x) =
∏
v
uv(xv)
où les fontions uv sont invariantes à gauhe par H(kv) et satisfont les onditions
suivantes.
(a) Si v est arhimédienne, la fontion uv est indéniment diérentiable sur
G(kv) et à support ompat modulo H(kv).
(b) Si v est non-arhimédienne, la fontion uv est loalement onstante sur
G(kv) et à support ompat modulo H(kv).
() pour presque toute plae non-arhimédienne v, la fontion uv est la fontion
aratéristique de H(kv)Uv.
B.2. Proposition. Si u ∈ C∞c (ZA\GA), alors uγ = u ◦ fγ ∈ C∞c (TA\GA).
Démonstration. On a
u(x−1γx) = u ◦ f
γ(x˙) = uγ(x˙).
On peut supposer u ∈ B(ZA\GA), de telle sorte que
uγ(x˙) =
∏
v
uγv(x˙v), où u
γ
v = uv ◦ f
γ .
Puisque Suppuγv ⊂ f−1(Supp uv), les propriétés (a), (b), et () pour uγ résultent
du lemme B.1. 
Séries orbitales.
Soient K une extension de degré n de k. On note π la représentation algébrique
régulière dénie par une base fondamentale de K, et T le tore représentant les
éléments inversibles de K. Soit ξ un élément primitif de K, et γ = π(ξ), de telle
sorte que T (k′) = k′[γ]× pour toute k-algèbre k′. Le entralisateur de γ est égal à
Z(T ) = T [5, p. 175℄, et l'appliation x 7→ x−1γx induit un isomorphisme
Tk\Gk ∼−→ c(γ),
où c(γ) est la lasse de onjugaison de γ. On note CK l'ensemble des lasses de
onjugaison des éléments γ omme i-dessus.
Si c ∈ CK , la série orbitale de u ∈ C∞c (ZA\GA) est :
uc(x) =
∑
η ∈ c
u(x−1ηx) =
∑
η∈Tk\Gk
u(x−1η−1γηx) (γ ∈ c).
Pour x variant dans un ompat xe, ette somme est nie. Si β ∈ Gk, on a
uc(βx) =
∑
η ∈ c
u(x−1β−1ηβx) =
∑
η ∈ β−1cβ
u(x−1ηx) = uc(x).
B.3. Proposition. Supposons k = Q et n = 2. Si γ est Q-elliptique, et lorsque
u ∈ Cc(ZA\GA), la fontion uc est à support ompat sur GQZA\GA.
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Démonstration. Posons
A =
{(
1 0
0 y
)}
, N =
{(
1 0
∗ 1
)}
.
Pour a ∈ A, on pose H(a) = y. Pour t > 0, on pose
A(t) = {a ∈ A(R) | H(a) ≥ t, y > 0} .
D'après la théorie de la rédution, on sait qu'il existe un ompat ω0 ⊂ NA et un
nombre t0 > 0 tels que si t ≤ t0, on ait
GA = ZAGQ S(t), où S(t) = ω0A(t)K.
Soit Ω une partie de GA qui est ompate modulo ZA. Il existe un nombre tω ≥ 1
ave la propriété suivante : si x ∈ S(tω), si γ ∈ GQ et si x−1γx ∈ ω, alors γ ∈ PQ [1,
p. 362℄. Soit x ∈ S(t) et posons ω = Supp u. Puisque γ est elliptique, auun élément
η ∈ c n'appartient à PQ. Si x−1ηx ∈ ω, e qui préède implique que x = naκ, ave
t ≤ H(a) ≤ tω, qui est un ompat de S(t). 
Rappelons que
Π1(F )(x) =
∫
TkZA\TA
F (hx) dh dx.
B.4. Théorème. Soit c ∈ CK . Si F ∈ C(GkZA\GA), et si u ∈ C∞c (ZA\GA),
l'intégrale
Jc(u, F ) =
∫
GkZA\GA
uc(x)F (x) dx
onverge absolument et on a
Jc(u, F ) =
∫
TA\GA
u(x−1γx)Π1(F )(x) dx
quel que soit γ ∈ c.
Démonstration. On a
Jc(u, F ) =
∫
GkZA\GA
∑
η∈Tk\Gk
u(x−1η−1γηx)F (x) dx
=
∫
TkZA\GA
u(x−1γx)F (x) dx
=
∫
TA\GA
∫
TkZA\TA
u(x−1γx)F (hx) dh dx.
Mais la fontion x 7→ u(x−1γx) est invariante à gauhe sous TA, don
Jc(u, F ) =
∫
TA\GA
u(x−1γx)
∫
TkZA\TA
F (hx) dh dx,
d'où le résultat, l'intégrale onvergeant grâe à la proposition B.2. 
B.5. Corollaire. Pour que F ∈ C(X) soit toroïdale pour le aratère prinipal, il
faut et il sut que l'on ait
Jc(u, F ) =
∫
GkZA\GA
uc(x)F (x) dx = 0 pour tout u ∈ A(G).
pour tout u ∈ A(G) et pour toute c ∈ CK . Autrement dit, si on note Uc(X) l'espae
des fontions
uc(x) =
∑
η ∈ c
u(x−1ηx),
où u parourt C∞c (ZA\GA/K), on a C(X) ∩ T (X) = C(X) ∩ Uc(X)⊥, la dualité
étant elle de L2(GA).
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Démonstration. Si F est toroïdale pour le aratère prinipal, le théorème B.4
implique Jc(u, F ) = 0. Réiproquement, si Jc(u, F ) = 0 pour tout u ∈ Cc(ZA\GA),
on voit que Π1(F ) = 0 en prenant pour u la mesure de Dira de γ (si), de telle
sorte que u(x−1γx) est la mesure de Dira de la lasse TA dans TA\GA. 
Remarque. Ce orollaire s'applique aux trains d'ondes d'Eisenstein : on a
E1(X) ∩ T (X) = E1(X) ∩ Uc(X)⊥
pour toute lasse de onjugaison omme i-dessus.
B.6. Corollaire. Si ϕ ∈ S(An), posons
Jc(ϕ)(u, s) =
∫
GkZA\GA
uc(x)E(ϕ)(x, s) dx.
Alors la fontion ζK(s) divise Jc(ϕ)(u, s) : on a
Jc(ϕ)(u, s) = ζK(s)
∫
TA\GA
u(x−1γx) |detx|s∆′K(Φx, s) dx,
où Φx(ξ) = ϕ(
txtπ(ξ).e1) ∈ S(AK). Si Re(s) > 1, on a
Jc(ϕ)(u, s) =
∫
GA
u(x−1γx)ϕ(tx.e1) |detx|s dx.
Démonstration. Posons F (x) = E(ϕ)(x, s). La formule de Heke implique∫
TkZA\TA
E(ϕ)(hx, s) dh = ζK(s) |detx|s∆′K(Φx, s) ;
on applique le théorème B.4. D'autre part, si Re(s) > 1, on a
E(ϕ)(g, s) =
∑
γ∈Pk\G(k)
M(ϕ)(γx, s).
Par onséquent
Jc(ϕ)(u, s) =
∫
PkZA\GA
uc(x)M(ϕ)(x, s) dx.
Mais Lk = Zk\Pk est un système de représentants de Tk\Gk, et on a don
uc(x) =
∑
η∈Zk\Pk
u(x−1η−1γηx).
Puisque Zk = Pk ∩ ZA, on a (Zk\Pk)\(ZA\GA) = PkZA\GA, et don
Jc(ϕ)(u, s) =
∫
ZA\GA
u(x−1γx)M(ϕ)(x, s) dx.
Mais
M(ϕ)(x, s) =
∫
ZA
ϕ(z.tx.e1) |det zx|sdz
d'où le résultat. 
La transformée d'Eisenstein de f ∈ C(X) est
f˜(s) =
∫
GkZA\GA
f(x)E(x, s) dx,
lorsque l'intégrale onverge absolument.
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B.7. Corollaire. Soit u ∈ A(G). La fontion u˜c(s) est méromorphe, et ζK(s) divise
u˜c(s) : si s n'est pas un ple de E(x, s), alors
u˜c(s) = ζK(s)
∫
TA\GA
u(x−1γx)H(x, s, 1) dx.
De plus
u˜c(s) =
∫
ZA\GA
u(x−1γx) δP (x)
s dx.
Démonstration. On peut déduire e orollaire du orollaire B.6 ; voii une démons-
tration direte. La première formule vient du théorème B.4 et de la relation∫
TkZA\TA
E(hx, s) dh = ζK(s)H(x, s, 1).
D'autre part, si Re(s) > 1, on a
E(x, s) =
∑
γ∈Pk\G(k)
δP (γx)
s.
Par onséquent
u˜c(s) =
∫
PkZA\GA
uc(x) δP (x)
s dx.
Mais Zk\Pk est un système de représentants de Tk\Gk, et on a don
uc(x) =
∑
η∈Zk\Pk
u(x−1η−1γηx),
d'où la deuxième formule, d'abord pour Re(s) > 1 et par prolongement analytique
en général. 
Référenes
[1℄ Arthur, James. The Selberg trae formula for groups of F -rank one. Ann. of Math. 100 (1974),
326385.
[2℄ Arthur, J., Eisenstein Series and the Trae Formula. Pro. Symp. Pure Math. 33 (1979),
253274.
[3℄ Arthur, J., A Trae Formula for Redutive groups II : Appliations of a Trunation Operator.
Compositio Math. 40 (1980), 87-121.
[4℄ Arthur, J., On the inner produt of trunated Eisenstein series. Duke Math. J. 49 (1982),
35-70.
[5℄ Borel, A., Linear Algebrai Groups, 2nd ed., Graduate Texts in Math. vol. 126, Springer,
Berlin 1991.
[6℄ Connes, A., Formule de Trae en géométrie non-ommutative et hypothèse de Riemann. C.R.
Aad. Si. Paris, Sér. I, 323 (1996), 1231-1236.
[7℄ Connes, A., Nonommutative geometry and the Riemann zeta funtion. Mathematis : fron-
tiers and perspetives, 3554, Amer. Math. So., Providene, RI, 2000.
[8℄ Connes, A., Trae formula in nonommutative geometry and the zeros of the Riemann zeta
funtion. Sel. Math., New Ser. 5. No 1 (1999), 29-106.
[9℄ Godement, R., Analyse spetrale des fontions modulaires. Sém. Bourbaki, Vol. 9, Exp. No
278, 1540, So. Math. Frane, Paris, 1995.
[10℄ Godement, R., The deomposition of L2(G/Γ) for Γ = SL(2,Z). Pro. Symp. Pure Math. 9
(1966), 211224.
[11℄ Goss, D., Basi Strutures of Funtion Field Arithmeti. Erg. der Math. und ihrer Grenz.,
3.Folge, Vol. 35, Springer, 1996.
[12℄ Harish-Chandra. Harmoni analysis on redutive p-adi groups. Notes by G. van Dijk. Leture
Notes in Mathematis, Vol. 162. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1970
ZÉROS DES FONCTIONS L ET FORMES TOROïDALES 35
[13℄ Helgason, Sigurdur. Groups and geometri analysis. Integral geometry, invariant dierential
operators, and spherial funtions. Pure and Applied Mathematis, 113. Aademi Press, Or-
lando, 1984 ; = Mathematial Surveys and Monographs, 83. Amerian Mathematial Soiety,
Providene, 2000.
[14℄ Knapp, A.W., Theoretial aspets of the Trae formula for GL(2). Pro. Symp. Pure Math.
61 (1997), 355-405.
[15℄ Lahaud, Gilles. Zéros des fontions L et formes toriques. C. R. Math. Aad. Si. Paris 335
(2002), no. 3, 219222.
[16℄ Lahaud, Gilles. Spetral analysis and the Riemann hypothesis. Proeedings of the Interna-
tional Conferene on Speial Funtions and their Appliations (Chennai, 2002). J. Comput.
Appl. Math. 160 (2003), no. 1-2, 175190.
[17℄ Selberg, A., Harmoni analysis and disontinuous groups in weakly symmetri riemannian
spaes with appliations to Dirihlet Series. J. Indian Math. So., 20 (1956), 4787 ; = Col-
leted Papers, nr. 27, 423463.
[18℄ Soulé, C., Sur les zéros des fontions L automorphes. C. R. Aad. Si. Paris, Sér. I, 328
(1999), 955958.
[19℄ Siegel, C.L., Advaned analyti number theory. Studies in Mathematis, Nr. 9. Tata Institute
of Fundamental Researh, Bombay, 1980.
[20℄ Terras, A., Harmoni analysis on symmetri spaes I & II. Springer-Verlag, New-York, 1985
& 1988.
[21℄ Warner, Garth. Harmoni analysis on semi-simple Lie groups. II. Die Grundlehren der ma-
thematishen Wissenshaften, Band 189. Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1972
[22℄ Weil, A., Basi Number Theory. Grund. math. Wiss. Einzel., Band 144, Springer, Berlin,
1967.
[23℄ Wielonsky, F., Intégrales toroïdales des séries d'Eisenstein et fontions zêta. C. R. Aad. Si.
Paris, Sér. I, 299 (1984), 727730.
[24℄ Wielonsky, F., Séries d'Eisenstein, intégrales toroïdales et une formule de Heke. Enseign.
Math. (2) 31 (1985), 93135.
[25℄ Zagier, D., Eisenstein Series and the Riemann zeta funtion. In Automorphi Forms, repre-
sentation theory and arithmeti (Bombay, 1979), 275301, Tata Inst. Fund. Res. Studies in
Math., 10, T.I.F.R., Bombay, 1981.
Institut de Mathématiques de Luminy
CNRS
Luminy Case 907, 13288 Marseille Cedex 9 - FRANCE
E-mail address: lahaudunivmed.fr
